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Converter Família Ortogonal de Funções em Família Ortonormal
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#### 3: Considere a Série Infinita E(x) construída com {ϕϕϕϕn(x)}

#### 4: Considere o Resíduo de E(x) com respeito a F(x)
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#### 8: Obtemos coeficientes { An } para maximizar aderência da S.F. 
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Coeficientes { An } na Expansão de F(x) em {ϕϕϕϕn(x)} obtidos de 
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Naturalmente cabe perguntar se a relação (8) valeria também para 
funções F(x) que não fossem Funções Nulas. Isto é, se haveria F(x)

Ortogonal a toda uma Família Ortogonal de Funções, onde F(x) não 
é uma Função Nula.     
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A Família { cos(nx) }   (n=0,1,2,...) é Ortogonal em [-ππππ,ππππ ] com p(x)=1
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Mas os coeficientes de Fourier da função F(x) = x nesta Família são 
todos Nulos, embora esta função Não seja uma Função Nula :     

Por que ?
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Como visto, Não Basta a Ortogonalidade da Família {ϕϕϕϕn(x)} para 
garantir que qualquer função Q.I. tenha expansão em S.F. sobre os 
membros da Família. 

O que é Necessário é que a Família, além de Ortogonal, seja 
Completa de acordo com a seguinte definição :
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2. Série de Fourier

Como visto, Não Basta a Ortogonalidade da Família {ϕϕϕϕn(x)} para 
garantir que qualquer função Q.I. possa tenha expansão em S.F. 
sobre os membros da Família. 

O que é Necessário é que a Família, além de Ortogonal, seja 
Completa de acordo com a seguinte definição :
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i.e. para Todos os Membros da Família !
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Teorema 4.1 Demonstração
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Teorema 4.1 Demonstração
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Teorema 4.1 Demonstração
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Teorema 4.1 Demonstração
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Requisitos :
(1) F(x) Q.I. em [a,b] sob p(x)

(2) { ϕϕϕϕn(x) } Ortogonal em [a,b] sob p(x) e Completa
(3) S.F. Converge e Integrável Termo a Termo
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Definição 4.1 : A Sequência de Funções Sn(x) é dita convergir na 
média para  F(x) , Q.I. em [a,b] sob p(x), se : 

Definição 4.2 : Se Sn(x) é a n-ésima Soma Parcial da S.F. de 
F(x), qualquer Q.I. em [a,b] sob p(x), em termos da Família 
Ortogonal {ϕϕϕϕn(x)}, em [a,b] sob p(x) :
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e Sn(x) Converge na Média para F(x), então {ϕϕϕϕn(x)} é Fechado.
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A Igualdade de Parseval para Família Ortogonal Fechada. 

Seja {ϕϕϕϕn(x)}, Família Ortogonal em [a,b] sob p(x), Fechada;
Seja F(x) Q.I. em [a,b] sob p(x); Então vale a Igualdade de 
Parseval abaixo:                                                        Teorema 4.2 

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Demonstração :                                                            Teorema 4.2

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Demonstração :                                                            Teorema 4.2

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Demonstração :                                                            Teorema 4.2

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Demonstração :                                                            Teorema 4.2

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Demonstração :                                                            Teorema 4.2

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Observação :                                                            Teorema 4.2

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

.)(],[)}({ COMPLETAexpsobbaemxpara

mostradaserpoderiatambémParsevaldeIgualdadeA

n ⊥φ

0)()()(:

.)()(,)}({

2

1

1

=







−

−=ℑ

∫ ∑

∑

∞

=

∞

=

b

a n
nn

n
nnn

dxxAxFxpNulaFunçãodedefiniçãoPela

NulaFunçãoéAxFxCompletaxSendo

φ

φφ

dxxxxpAA

dxxxFxpAdxxFxp

mn
n m

b

a

mn

n
n

b

a

n

b

a

).().().(

).().().(2).().(0

1 1

1

2

φφ

φ

∑∑ ∫

∑ ∫∫
∞

=

∞

=

∞

=

+

−=



38J.L. de Medeiros & Ofélia Q.F. Araújo

Demonstração :                                                            Teorema 4.2

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Demonstração :                                                            Teorema 4.2

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Seja {ϕϕϕϕn(x)}, Família Ortogonal em [a,b] sob p(x), Completa;
Então {ϕϕϕϕn(x)} é também Fechado com respeito ao espaço de 
funções Q.I. em [a,b] sob p(x) Teorema 4.3 

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Seja {ϕϕϕϕn(x)}, Família Ortogonal em [a,b] sob p(x), Fechada com 
respeito ao espaço de funções Q.I. em [a,b] sob p(x).

Então {ϕϕϕϕn(x)} é também Completa. Teorema 4.4
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = x com {ϕϕϕϕn(x)} = {sen(nx)  (n=1,2,...)} U 

{cos(nx)  (n=0,1,...)}. A Família {ϕϕϕϕn(x)} é Ortogonal em [-ππππ,ππππ ], 

com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.1

,...)2,1,0(0

).(cos

).cos(.

2

===

∫

∫

−

− k

dxkx

dxkxx

Ak π

π

π

π

∑ ∑
∞

=

∞

=

+==
1 0

)cos()()(,)(
n n

nn nxAnxsenBxExxFEscrevemos

π

π
π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π
π

π

π

π

−
−

−
+

−
−

=
−

+
−

−

==

∫

∫

∫

∫

−

−

−

−

k

kxsen

k

kxsen

k

kx
x

dx
kx

dx
k

kx

k

kx
x

dxkxsen

dxkxsenx

Bk

4

)2(

)()cos(

2

)2cos(1

)cos()cos(

).(

).(.
2

2

0

0



42J.L. de Medeiros & Ofélia Q.F. Araújo

Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = x com {ϕϕϕϕn(x)} = {sen(nx)  (n=1,2,...)} U 

{cos(nx)  (n=0,1,...)}. A Família {ϕϕϕϕn(x)} é Ortogonal em [-ππππ,ππππ ], 

com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.1
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = x com {ϕϕϕϕn(x)} = {sen(nx)  (n=1,2,...)} U 

{cos(nx)  (n=0,1,...)}. A Família {ϕϕϕϕn(x)} é Ortogonal em [-ππππ,ππππ ], 

com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.1
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Notar a Aderência Restrita ao Intervalo [-ππππ,ππππ ]
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0)  [Não-Contínua]

com {ϕϕϕϕn(x)} = {sen(nx)  (n=1,2,...)} U {cos(nx)  (n=0,1,...)}. {ϕϕϕϕn(x)} é
Ortogonal em [-ππππ,ππππ ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0)  [Não-Contínua]

com {ϕϕϕϕn(x)} = {sen(nx)  (n=1,2,...)} U {cos(nx)  (n=0,1,...)}. {ϕϕϕϕn(x)} é
Ortogonal em [-ππππ,ππππ ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0)  [Não-Contínua]

com {ϕϕϕϕn(x)} = {sen(nx)  (n=1,2,...)} U {cos(nx)  (n=0,1,...)}. {ϕϕϕϕn(x)} é
Ortogonal em [-ππππ,ππππ ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0)  [Não-Contínua]

com {ϕϕϕϕn(x)} = {sen(nx)  (n=1,2,...)} U {cos(nx)  (n=0,1,...)}. {ϕϕϕϕn(x)} é
Ortogonal em [-ππππ,ππππ ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0)  [Não-Contínua]

com {ϕϕϕϕn(x)} = {sen(nx)  (n=1,2,...)} U {cos(nx)  (n=0,1,...)}. {ϕϕϕϕn(x)} é
Ortogonal em [-ππππ,ππππ ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Aderência Restrita ao Intervalo [-ππππ,ππππ ]
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville
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Este Teorema justifica o surgimento de Família {ϕϕϕϕn(x)} Ortogonal 
em [a,b ], sob p(x), de EDO-2 Lineares         Teorema 4.5
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Este Teorema justifica o surgimento de Família {ϕϕϕϕn(x)} Ortogonal 
em [a,b ], sob p(x), de EDO-2 Lineares         Teorema 4.5
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Observações Teorema 4.5

Note que y(x) = 0 resolve trivialmente as Eqs. (13) e (14). Mas só
queremos soluções não-triviais y(x) ≠ 0 .

Note que (13) é uma EDO-2 Linear e Homogênea; e que as 
Condições de Contorno (14) também são Equações Lineares, de 
Coeficientes Constantes, e Homogêneas.

Note que as constantes a1 e a2 não podem ser nulas 
simultaneamente; o mesmo acontecendo com b1 e b2 .
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Demonstração Teorema 4.5
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Cap. IV : Funções Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Demonstração Teorema 4.5
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Demonstração Teorema 4.5
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Demonstração Teorema 4.5
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Demonstração Teorema 4.5
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Demonstração Teorema 4.5
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Soluções não-triviais de um Problema Sturm-Liouville [PSL]
yn(x) ≠ 0 e ym (x) ≠ 0, referentes a valores λλλλ distintos, λλλλn ≠ λλλλm , são 
funções ortogonais em [a,b] com peso p(x).
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Portanto, para estabelecer o surgimento de Família {ϕϕϕϕn(x)}

Ortogonal (em [a,b ], sob p(x)), em um dado Problema de Valor 
de Contorno (PVC) em EDO-2, deve-se estudá-lo cuidadosamente 
para verificar se ele é um Problema de Sturm-Liouville [PSL]. 
Isto é, para verificar se estamos diante de um Problema de Valor 

de Contorno com EDO-2 Linear Homogênea e Condições de 

Contorno Lineares e Homogêneas. 

Problemas PSL darão origem, ao serem resolvidos, a soluções 
ortogonais {ϕϕϕϕn(x)}. Estas soluções devem ser pesquisadas 
atribuindo-se série de valores adequados ao parâmetro λλλλ
conforme garantido pelo Teorema 4.5.
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Exemplo 4.3 : Obter a Solução do Problema de Valor de 
Contorno abaixo:
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Resolução 
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#### 1: Reconhecemos neste PVC um PSL após colocação na forma: 
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#### 2: Resolvendo PVC para EDO-2 Lin. Hom. com Coef. Const. : 
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#### 3: Caso 1 : λλλλ < 0 →→→→ 2 raízes reais distintas θθθθ = ± (- λλλλ)1/2

Caso 1 sem y(x) ≠ 0
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#### 4: Caso 2 : λλλλ = 0 →→→→ 2 raízes reais iguais (raiz dupla) θθθθ = 0

Caso 2 sem y(x) ≠ 0
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#### 5: Caso 3 : λλλλ > 0 →→→→ 2 raízes complexas conj. θθθθ = ±±±±( -λλλλ )1/2 = ±±±± i (λλλλ)1/2
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#### 5: Caso 3 : λλλλ > 0 →→→→ 2 raízes complexas conj. θθθθ = ±±±±( -λλλλ )1/2 = ±±±± i (λλλλ)1/2
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Caso 3 com y(x) ≠ 0
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#### 5: Caso 3 : λλλλ > 0 →→→→ 2 raízes complexas conj. θθθθ = ±±±±( -λλλλ )1/2 = ±±±± i (λλλλ)1/2
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Caso 3 com y(x) ≠ 0

Identifica-se a Família { yn(x) } sem C2
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#### 6: Surge, portanto, deste PVC, a Família Ortogonal de Soluções :
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Exemplo 4.4 : Obter a Solução do Problema de Valor de 
Contorno abaixo:
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Exemplo 4.4 

Resolução 
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#### 1: Reconhecemos neste PVC um PSL após colocação na forma : 
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#### 2: Resolvendo PVC para EDO-2 Lin. Hom. com Coef. Const. : 
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#### 3: Caso 1 : λλλλ < 0 →→→→ 2 raízes reais distintas θθθθ = ± (- λλλλ)1/2

Caso 1 sem y(x) ≠ 0
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#### 4: Caso 2 : λλλλ = 0 →→→→ 2 raízes reais iguais (raiz dupla) θθθθ = 0

Caso 2 com y(x) ≠ 0
1y0 00 =⇒=λ
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#### 5: Caso 3 : λλλλ > 0 →→→→ 2 raízes complexas conj. θθθθ = ±±±±( -λλλλ )1/2 = ±±±± i (λλλλ)1/2
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#### 5: Caso 3 : λλλλ > 0 →→→→ 2 raízes complexas conj. θθθθ = ±±±±( -λλλλ )1/2 = ±±±± i (λλλλ)1/2
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Caso 3 com y(x) ≠ 0
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#### 5: Caso 3 : λλλλ > 0 →→→→ 2 raízes complexas conj. θθθθ = ±±±±( -λλλλ )1/2 = ±±±± i (λλλλ)1/2
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L
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22

n ==⇒=
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Caso 3 com y(x) ≠ 0

Identifica-se a Família { yn(x) } sem C1
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#### 6: Reunindo Casos 2 e 3 com Soluções Não-Triviais do PSL
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Casos 2 e 3 com y(x) ≠ 0
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#### 7: Surge deste PVC, a Família Ortogonal de Soluções :
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