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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
1. Definicoes

X :Varidvel independente

{¢n(x)} : Familia inf inita (n=0,1,2,...) de funcoes de x em [a,b ]
p(x) :Funcdo peso da familia de funcoes ( p(x)=20)

[a,b] :Intervalo (C R ) associado a familia de funcoes {¢n( x )}
0.1 :Sigla para funcdo de Quadrado Integravel

L s Simbolo para familia ortogonal de fungoes {¢n( x)}
S.F. : Série de Fourier
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
1. Definicoes

Fungdo Par e Funcdo Impar :
F(x)é Par = F(—x)=F(x) Ex.F(x)zxz,F(x)zcos(x)
F(x)é impar:> F(—x)=—-F(x) Ex. F(x)=x3, F(x)=sen(x)

F(x)é impar e Continua = F(0)=0
Demonstragdo : F(—x)=—F(x); Com x=0:
F(-0)=—F0) = F0)=—F0)= F0)=0

a
F(x)é Impar = jF(x).dsz

—d

a 0 a a —a
Demonstracdo : IF(x).dxz IF(x).dx+jF(x).dx=IF(x).dx— IF(x).dxz
0 0 0

—d —d

TF(x).dx+TF(—y).dy=TF(x).dx—TF(y).dy=0
0 0 0 0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier

1. Definicoes
|Fun(;50 Q.L |
F(x)é Qd.em [a,b] sob p(x) quando :
b b
Ip(x).FZ(x)dx existe; i.e. jp(x).Fz(x)dx< oo
Exemplo 1: g(x)=1/x Ndo é Q.1.em [0,1] sob p(x)=1:
1 1
_"izdxz—i = 00
0% o

ExemploZ ' g(x)z]/xé Q.d.em [0,]] sob p(x)zx2 :

j dx jdx x‘o—]
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier

1. Definigﬁes

| Familia Ortogonal de Funcoes

{¢n( X )} ¢ Familia Ortogonal de Funcoes Q.I.em [a,b] sob p(x):

b
| P(X)Bu(x)(x)dx=0 (n#m)

b
jp(x).¢3(x)dx=Kn>0 (n=m)

| tp,0pé L |
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
1. Definicoes

| Familia Ortogonal de Funcoes Exemplo |

{sen(nx)}(n=12,...) é Familia L de Funcées Q.1.em [—7, 7] sob p(x)=1

jsen(nx).sen(mx)dsz (n+m)

—7T

/4
jsenz(nx)dszn>0 (n=m)

-
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
1. Definicoes

| Familia Ortogonal de Funcoes Exemplo |
{sen(nx)}(n =1,2,...) é Familia L de Fungcoes Q.I.em [, 7 | sob p(x)=1
0
4
“ sen( nx }Cgs( mx)| 7 “ cos( nx )cos( mx )
jsen( nx ).sen( mx )dx = - + j dx
et P —m - m/n
T

jsen( nx ).sen( mx )dx = j cos( nx )jos( mx) dx
m/n

/A /A
“ cos( nx ){e;z'( n(?zx )| 7 “ sen( nx )sen( mx )
jsen( nx ).sen( mx )dx =——— ’2 + j SR dx
g s m-/n - m-/n
’
T 0
jsen(nx).sen(mx)dxz >3 =0 (n#+m)
et I—n"/m T

Isen(nx).sen(mx)dsz (n#m)

-
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier

1. Definigﬁes

| Familia Ortogonal de Funcoes

Exemplo |

{sen(nx)}(n =1,2,...) é Familia L de Fungcoes Q.I.em [, 7 | sob p(x)=1

0
f % 1—cos(2nx) x| T sen(2px) ’ﬂ
Isenz(nx)dx=j dx =— — - =7 >0
2|—7 74n —7T
—T —T 7’
T

J. sen(nx ).sen(mx)dx=x (n=m)

—7T

T
I sen( nx ).sen( mx ).dx=7 >0

—T

(n=m)
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
1. Definicoes

| Familia Ortonormal de Funcoes |

{wn( X )} ¢ Familia Ortonormal de Fungoes Q.I.em [a,b] sob p(x):

b
[ () y (X)W (x)dx=0 (n#m)

b
| pOx)yi(x)dx=1 (n=m)
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
1. Definicoes

Converter Familia Ortogonal de Fun¢oes em Familia Ortonormal

{¢n (x)} é Familia Ortogonal de Funcdes Q.1. em [a,b] sob p(x):

[ p(0).0,(0) 4, (x)dx=0 (n=m)

J‘p(x).¢n2 (X)dx=K, >0 (n=m)

@.(x) Teremos W, ( x )} tal que :

JK,

Definindo—se v, (x )=
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
1. Definicoes

Converter Familia Ortogonal de Fun¢oes em Familia Ortonormal

b b
;[p(x).wn(x).wm(x)dx:@{p(x).%(x).g/ﬁm(x)dx:O (n#m)

[ w2 =— [ plosgd e =Ko <
ap Yn _Knap “tn _K _

n

{w (x)} é Ortonormal




J.L. de Medeiros & Ofélia Q.F. Aratjo I 12

Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
1. Definicoes

| Familia Ortonormal de Func¢oes Exemplo |

{sen(nx)}(n=12,...) é Familia L de Funcées Q.1.em [—7, 7] sob p(x)=1

/4
Definindo—se y,(x )= sen( nx) jsenz( nx)dx=K, =x
Jr b
{Seil/(llx)} é Familia Ortonormal de Funcoes Q.I. em [—7, 7], sob p(x)=1
T

pois

j PV, (W, (x)dx = % j sen(nx).sen(mx)dx=0 (n#m)

[powimde = [sen’ ()de=1
a 7[ a
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

#1: Considere F(x) Q.1. em [a,b] sob p(x)

F(x)QJd.em [a,b] sob p(x):

b
jp(x).Fz(x)dx<w

#2: Considere a Familia Ortogonal {¢ (x)} em [a,b] sob p(x)

10.(x)} é Familia 1 de Funcées Q1. em [a,b] sob p(x):

b
| P(x)@u(x)(x)dx=0 (n#zm)

b
jp(x).¢,f(x)dx:Kn>0 (n=m)
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

#3: Considere a Série Infinita E£(x) construida com { @ (x)} |

E(x)=iAn¢n(x)
n=1

Note que a Série de E(x) poderd nao convergir para certos x ou
mesmo para nenhum x . Naturalmente, admitimos o contrario ...

#4: Considere o Residuo de E(x) com respeito a F(x) |

S(x)=F(x)—E(x)=F(x)-Y Ap,(x)
n=1

#5: Considere a Medida da falta de aderéncia de E(x) a F(x) : |

Ezlj%p(x).ﬁz(x).dx>0 |Z|
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

# 6. Calculamos este Funcional de Falta de Aderéncia a F(x)

—
-~
(S

—~
la)
[N

Q = Q D

2
p(x)[F(x)—ZAn%(x)) dx
n=1

00 b
p(x)F?(x)dx=23 A, [ p(x)F(x )p( x ).dx+
n=1 a

0o 00 b
+2 ZAnAmfp(xmn(x)gbm(x).dx

n=Im=I1

#7: Devido a Ortogonalidade da Familia : |

Q

r—~
= j
I’

Q

P(x).F2(x )~ 2ZA jp(x)F(x)¢n(x)dx+ZAsz(xmn(x)dx

a
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

#8: Obtemos coeficientes { A } para maximizar aderéncia da S.F. |

Min 3( x ) na média = Min = = Pto. Est. de =

[ A,/

[ A,/ [ A,/

PEE e
%)

=0 (k=12,..)

k

4, ]
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

#8: Obtemos coeficientes { A } para maximizar aderéncia da S.F. |

0=
—=0(k=12,..
5 ( )

A

Q

5 = j (x)F (x).dx— ZZA jp(x)F(x)¢n(x)dx+ZAsz(x)¢n(x)dx

Q

af—v

=0 —2jp(x)F(x)¢k(x)dx +2Akjp(x)¢k(x)dx
k

b

[ p(x)F(x)0,(x).dx

A =4 (k=12,...)
[ p(x )6 (x).dx E

‘ Coeficientes de Fourier ‘
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Série de Fourier de F(x) em {@,(x)} Resumo ‘
E(x)=Y Ad,(x)
n=I

Coeficientes { A, } na Expansao de F(x) em {@,(x)} obtidos de
modo a Minimizar o Funcional :

a o 2
5=jp(x)[F(x)—ZAn¢n(x)] dx |Z|

n=1

Coeficientes de Fourier ‘

b
J.P(X)F(ka(x).dx

A =4 (k=12,..) IEI

b
| p(x )67 (x ).
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

| Funcao Nula |

F(x)é Funcdo Nula em [a,b] sob p(x ) quando

jzp(x).FZ(x)dx=0

Note que F(x) = 0 é Funcao Nula; mas nao necessariamente F(x)
deve ser identicamente nula para ser Funcao Nula. A funcao seguinte
¢ uma Funcao Nula em [a,b] sob p(x) e nao ¢ identicamente nula:

Fol * o e 1
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

| Funciao Nula |

b
F(x) Funcdo Nula em [a,b] sob p(x) = jp(x).Fz(x) dx=0

Observamos também que qualquer funciao multiplicada por uma
Funcao Nula ¢ também uma Funcao Nula. Sendo F(x) Funcao Nula:

j‘p(x).F(x).m(x).dx =0 (n=12,.)

16 (x) } Familia 1 em [a,b] sob p(x).

Isto é, a Funcao Nula é Ortogonal a Todos os Membros de uma
Familia Ortogonal de Funcoes.
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Naturalmente cabe perguntar se a relacao (8) valeria também para
funcoes F(x) que nao fossem Funcoes Nulas. Isto €, se haveria F(x)

Ortogonal a toda uma Familia Ortogonal de Funcoées, onde F(x) nao
¢ uma Funcao Nula.

| p(x).F(x).0,(x)dx =0 (n=12,.)

10 (x) } Familia L em [a,b] sob p(x).

b

Neste caso, todos os jp( X )F(x )@y (x).dx
coeficientes A, da S.F. ||= A, =4
de F(x) valem Zero :

=0 (k=12,..)

b
| p(x)6 (x)dx
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

A Familia { cos(nx) } (n=0,1,2,...) é Ortogonal em [-7; 7 | com p(x)=1

jcos( nx ). cos( mx ).dx =0 (n# m), jcos 2(nx ).dx > 0

Mas os coeficientes de Fourier da funcao F(x) = x nesta Familia sao
todos Nulos, embora esta funcao Nao seja uma Funcao Nula :

T

_[ p(X)F(x)@, (x).dx j x.cos(kx).dx
A =— =z =0 (k=0,12,..)

T

j p(x)@; (x).dx jcosz (kx).dx

a -7

Por que ?
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Como visto, Nao Basta a Ortogonalidade da Familia { ¢, (x)} para

garantir que qualquer funcao Q.I. tenha expansao em S.F. sobre os
membros da Familia.

O que € Necessario € que a Familia, além de Ortogonal, seja
Completa de acordo com a seguinte definicao :

A Familia de Fungbes Ortogonais {@ (x)} em [a,b] sob peso p(x),

é dita ser Completa se a Relacdo Seguinte Valer apenas para
F(x) Funcdo Nula :

| p(0).F(0)4,(x).dx=0 (n=12,...)
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Como visto, Nao Basta a Ortogonalidade da Familia { ¢, (x)} para

garantir que qualquer funcao Q.I. possa tenha expansao em S.F.
sobre os membros da Familia.

O que € Necessario € que a Familia, além de Ortogonal, seja
Completa de acordo com a seguinte definicao :

A Familia de Fungbes Ortogonais {@ (x)} em [a,b] sob peso p(x),

é dita ser Completa se a Relacdo Seguinte Valer apenas para

F(x) Funcdo Nula : ROL L L N

) ..0 0“
IP(X)-F(X)-¢H (x).dx = O:‘ (n= 1,2,...)5
“ ’0 0’

‘ i.e. para Todos os Membros da Familia !
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Teorema 4.1 ‘

Seja a Expansdo E(x) = ZAn¢n (x) da Fungdo F(x) Q..

n=1

em termos da Familia COMPLETA de Fungbes Ortogonais {9, (x)}
em [a,b] sob peso p(x).

Seja a Série ZAn¢n (x) Convergente, podendo ser Integrada

n=1

Termo a Termo.

Entdo a Soma da Série E(x) Difere de F(x) no Mdximo

por uma Funcdo Nula.
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Teorema 4.1 ‘ ‘ Demonstracao

Seja o Re siduo da S.F.
S(x)=F(x)—E(x)

S(x)=F(x)-— i A @ (x)

Para demonstrar o Teorema devemos mostrar que 3(x) é uma

Funcdo Nula; i.e. que 3(x) é L a todos os membros de {9 (x)}.
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Cap.1V:

Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Teorema 4.1

‘ ‘ Demonstracao ‘

Multiplicando 3(x) por p(x).9,(x) e integrando j( )dx :

jp(x)S(xmk(x)dx:jp(x)F(xmk(x)dx—ZAnjp(xmn(xm(x)dx
a a n=1 g4

Usando a Ortogonalidade da Familia :

[ P30, (W)dx = [ p)F (), (1)dx— A, [ p(x)8, ()8, (x)dlx
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier

2. Série de Fourier

‘Teorema 4.1 ‘ ‘Demonstragﬁo ‘

| PSP ()dx = [ p(r)F (1), (x)dx = A, | p(x), (X)), (x)dx

Com os Coeficientes de Fourier :

IP(X)F (x)@, (x).dx
A =

| PO ().

jp(x)ﬁ(x)@ (x)dx = j p(X)F (x)¢, (x)dx — j p(X)F (x)@, (x)dx =0

=0 (k=12,.)

(k=12,..)
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Teorema 4.1 ‘ ‘ Demonstracao

b
j p(0)I(x)P, (x)dx =0 (k=12,...) = S(x) é Funcdo Nula
Por tanto

F(x)— Z A ¢ (x) = Fungdo Nula ou Identicamente Nula

n=1

Requisitos :

(1) F(x) Q.I. em [a,b] sob p(x)

(2) { ¢,(x) } Ortogonal em [a,b] sob p(x) e Completa
(3) S.F. Converge e Integravel Termo a Termo
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Definicao 4.1 : A Sequéncia de Funcoes S, (x) é dita convergir na
média para F(x), Q.I. em [a,b] sob p(x), se :

b
lim Jp(x)(F(x)—Sn(x))zdx=0 EI

n—ood

Definicao 4.2 : Se S, (x) ¢ a n-ésima Soma Parcial da S.F. de
F(x), qualquer Q.1. em [a,b] sob p(x), em termos da Familia
Ortogonal {@,(x)}, em [a,b] sob p(x) :

Su(x)=Y Al x)
k=1

‘ e S,(x) Converge na Média para F(x), entao {@,(x)} é Fechado. ‘
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

A Igualdade de Parseval para Familia Ortogonal Fechada.

Seja { ¢, (x)}, Familia Ortogonal em /a,b] sob p(x), Fechada;
Seja F(x) Q.I. em [a,b] sob p(x); Entao vale a Igualdade de

Parseval abaixo: Teorema 4.2
b o b
[ PO (dx =3 A2 [ p(x)g2 (o)
a n=1 a

b
Com Familia Ortonormal j p(x)¢n2 (x)dx =1, tem—se a I.P. cldssica:

a

ip(x)F%x)dx:iAi

a




J.L. de Medeiros & Ofélia Q.F. Aratjo I 32

Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Demonstracao : Teorema 4.2 ‘

{90.(x)} é L emla,b] sob p(x).{9, (x)} também é Fechada.

N
Seja o Aproximante S.F. de F(x) de Ordem N : S, (x)= ZAn¢n (x)
n=l1

Como {¢,(x)} é Fechada:

lim [ p(0)(F(x)—Sy(x) dx=0
N — "

lim | p(x)(F(x) - i Ag (x)j dx =0

N —> o
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier

2. Série de Fourier

‘ Demonstracao :

Teorema 4.2 ‘

N —> o
O= Ilim <
N —

lim | p(x)(F(x) - i Ag (x)j dx=0

| P(F?(0dx=2)" A, [ p(OF (04, (x)dx

N

+ 2 Y AA, [ p(0)8, ()8, (x)dx

J
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Demonstracao : Teorema 4.2 ‘

Devido a Ortogonalidade da Familia, a relacdo torna — se :

0= lim {j p(x)F?(x)dx — 2ZA j p(X)F(x)@, (x)dx+ZA j p(xX)¢; (x)dx}

N —

[ P F ()9, (x).dx

Com os Coeficientes de Fourier: A, =

| P(0)¢; ().dx

0= lim {j p(x)F*(x)dx— 22,4 j p(X)P (x)dx+ZA j p(X)P (x)dx}

N —
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier

2. Série de Fourier

‘ Demonstracao :

Teorema 4.2 ‘

0= lim {j p(x)Fz(x)dx—2i

a

N — oo

a

n=1

a

0= lim {j p(x)Fz(x)dx—iA,f | p(x)¢nz(x)dx}

N — o

0) =J‘p(x)Fz(x)alx—i:A,fJ‘p(x)¢n2 (x)dx

[ PCOF*()dx =Y. A2 [ p(x)gE (x)ddx

AY[ p(0)g; ()dx+ Y A | p<x>¢5<x>dx}
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Demonstracao : Teorema 4.2 ‘
b oo b
| POF(dx =3 A [ p(x)¢; (x)dx
a n=1 a

b
Se, adicionalmente, a Familia ¢ Ortonormal f p(x)¢n2 (x)dx =1,

a

tem—se a forma classica da Igualdade de Parseval :

]zp(x).Fz(x).dx = iAnz
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Observacao : Teorema 4.2 ‘

A Igualdade de Parseval também poderia ser mostrada
para {9, (x)} L em [a,b] sob p(x) e COMPLETA.

Sendo {¢ (x)} Completa, 3(x)=F(x)— Z A ¢ ¢é Fungdo Nula.
n=1

b o~ 2
Pela definicdo de Fun¢do Nula : j p(x)(F (x)— ZAn¢n (x)) dx=0
a n=l1

0= p(x).F?(x).dx— 22 A j p(xX).F(x) ¢ (x).dx

+> Y AA, j p(x)8,(x).9,(x).dx

n=1 m=l1
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Demonstracao : Teorema 4.2 ‘
Pela Ortogonalidade :

0= j p(x).Fz(x).dx—Zi A j p(X).F(x)g, (x).dx+iAnz j p(xX) 9> (x).dx

_[ P(X)F(x)@, (x).dx

Com os Coeficientes de Fourier : A =~

| P07 (x).dx

0= p(x).Fz(x).dx—Zi Ar| p(x)¢j(x).dx+i,4§ | p(x) 47 ().

0=| p(x).Fz(x).dx—iA,f [ p(x) 8} (x).dx
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

‘ Demonstracao : Teorema 4.2 ‘

0=| p(x).Fz(x).dx—iA,f [ p(x) 4} (x).dx

b o b
[ p(x)F?(x)dx="Y A7 [ p(x)97(x)dx
a n=I a

b

Com Familia Ortonormal [ p(x )¢,€2 (x)dx =1, tem—se a I.P. Cldssica

a

b 00
jp(X).Fz(X).dX:ZA,f
a n=1
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Seja { ¢, (x)}, Familia Ortogonal em [a,b] sob p(x), Completa;
Entao {@,(x)} é também Fechado com respeito ao espaco de
funcoes Q.I. em [a,b] sob p(x) Teorema 4.3

Seja { ¢, (x)}, Familia Ortogonal em /a,b] sob p(x), Fechada com
respeito ao espaco de funcoes Q.I. em /a,b] sob p(x).
Entao {@,(x)} é também Completa. Teorema 4.4
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) =x com {¢,(x)} = {sen(nx) (n=L2,...)} U
{cos(nx) (n=0,1,...)}. A Familia {@ (x)} € Ortogonal em /-7 7 ],

com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.1
Escrevemos F(x)=x, E(x)= Z B sen(nx)+ Z A cos(nx)
n=l1 n=0
I x.cos(kx).dx
A == =0 (k=0,12,.)
J. cos” (kx).dx 0
“x K
V4 T V4 K
j x.sen(kx).dx —x cos(kx) + j cos(kx) dx — cos(kx)| 7 + s.gi’z(kx) &
B - I S o/ S S o A S
k= x _ b4 - o
5 1 —cos(2kx) _ sen(2kx)|
J;sen (kx).dx J; dx T ik ler

¥

0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) =x com {¢,(x)} = {sen(nx) (n=L2,...)} U
{cos(nx) (n=0,1,...)}. A Familia {@ (x)} € Ortogonal em /-7 7 ],
com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.1

F(x)=x, E(x)= i B sen(nx)

__cos(kx) _ cos(kx)

B, k k__Z2e0skT) 1o
T

L —2.(-DF 2 (=D
=

(k=12,..)

B =2, B,=-1, B, =
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) =x com {¢,(x)} = {sen(nx) (n=L2,...)} U
{cos(nx) (n=0,1,...)}. A Familia {@ (x)} € Ortogonal em /-7 7 ],
com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.1

F(x)=x, E(x)=) B,sen(nx) |B = _2'2_1) = 2'(_]:) i (k=12,.)
=1

N
Aproximante S.F.de O(N) : S, (x)= Z B sen(nx)
n=l1
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Somas Parciais de Fourier de F(X)=X em [-pi pi] : Sn{X)=B(1)sen(X)+B(2)sen{2X)+...+B(n)sen{nx)
6 | ! ! ! |
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Somas Parciais de Fourier de F(X)=X em [-pi pi] : Sn{X)=B(1)sen(X)+B(2)sen{2X)+...+B(n)sen{nx)
6 I | | I |

| Nofar a Aderééncia Restriéta ao Interévalo [-m 7 ]
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0) [Nao-Continua]
com {@,(x)} = {sen(nx) (n=1,2,...)} U {cos(nx) (n=0,1,...)}. {@,(x)]} é
Ortogonal em /-7 7 ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2

(+1, x>0
F(x)=40, x=0
\—1, x<0

E(x)= i B sen(nx)+ i A cos(nx)
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0) [Nao-Continua]
com {@,(x)} = {sen(nx) (n=1,2,...)} U {cos(nx) (n=0,1,...)}. {@,(x)]} é

Ortogonal em /-7 7 ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2

1 x>0 Funcao Impar ‘
F(x)=40, x=0

- I, x<0

E(x)= i B sen(nx)+ i A cos(nx)

T

j x.cos(kx).dx
A == =0 (k=012,..)

jcosz (kx).dx

/4




J.L. de Medeiros & Ofélia Q.F. Aratjo I 48

Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0) [Nao-Continua]
com {@,(x)} = {sen(nx) (n=1,2,...)} U {cos(nx) (n=0,1,...)}. {@,(x)]} é

Ortogonal em /-7 7 ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2
(+1, x>0 .
* ‘ Funcao Impar : S0 termos Seno na S.F. ‘
F(x)=50, x=0
- I, x<O

E(x)= i B sen(nx)

N
Aproximante S.F.de O(N) : S, (x) = Z B sen(nx)
=1
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) =-1 (x<0), F(x)=1 (x>0) [Ndao-Continua]
com {@,(x)} = {sen(nx) (n=1,2,...)} U {cos(nx) (n=0,1,...)}. {@,(x)]} é
Ortogonal em /-7 7 ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2

(+1, x>0 _
F(x)=40, x=0 , E(x)= Zanen(nx)
-1, x<0 "
V4 0 V4
jF (x)sen(kx).dx j — sen(kx)dx + j sen(kx)dx cos(kxo)| 0 _ cos(hn)\ 7
B _-x s 0 k|- kK |0
= - -
V4 T1 2k T
j sen” (kx).dx jl Cos(2hx) dx T — sen(Zkx)
i . 4k |—-7x
2 (cos(kf[) cos(—kf[)) 2 [(—1)k (D" j
— + —— -+ 9) L
B :k k k :k k k Bk:_(l_(_l) )
k pn pn k7
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Construir a S.F. de F(x) = -1 (x<0), F(x)=1 (x>0) [Nao-Continua]
com {@,(x)} = {sen(nx) (n=1,2,...)} U {cos(nx) (n=0,1,...)}. {@,(x)]} é
Ortogonal em /-7 7 ], com p(x)=1 e Completa. Exemplo 4.2

(+1, x>0
F(x)=50, x=0
-1, x<0

E(x)= i B sen(nx)

N
Aproximante S.F.de O(N) : S, (x) = Z B sen(nx) B, = = (1— (—1)")
T

n=1
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

Somas Parc. Fourier de F(X)=+1 (X>0) F(X)=-1 (X<0) em [-pi, p.'] Sn()O—B(f)sen(X)+ .+Bfn)sen{nx)
1.5 I _ ] T

O8L SO | .............................. ............................ _|

FGO=-+1
S3(x)
S5(x)
S7(x)
S11(%)
S20(x)

OB SRR ........................... e ................. I ............................ _|
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
2. Série de Fourier

| Aderéncia Restrita ao Intervalo [-7 7] |

FGO=-+1
S3(x)
S5(x)
S7(x)
S11(%)
S20(x)
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Este Teorema justifica o surgimento de Familia {¢, (x)} Ortogonal

em [a,b |, sob p(x), de EDO-2 Lineares Teorema 4.5
Seja a EDO -2 Linear Homogénea :
d (1)
— Y+ + A =0
r0y ) Ha+ Apoy

Sob Condigcoes de Contorno Lineares e Homogéneas :

a,y(a)+a,y" (a)=0
by (b)+ b,y (b) =0

onde :
a,,a, sdo constantes ndo nulas ao mesmo tempo;
b,,b, sdo constantes ndo nulas ao mesmo tempo;
r(x) e p(x) sdo continuas em [a,b]; g(x) é continua ao menos em (a,b)

A pardmetro numérico a buscar para viabilizar Solucdo Ndo —Trivial
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Este Teorema justifica o surgimento de Familia {¢, (x)} Ortogonal

em [a,b |, sob p(x), de EDO-2 Lineares Teorema 4.5
Sejam as Solucoes Ndo—Triviais de Eq.(13)+(14) : y,(x), y,(x), y;(x),...
viabilizadas pelos respectivos valores de A A, A, A,

Entdo as Solugoes Ndo—Triviais de Eq.(13)+(14), {y, (x)} definem

uma Familia Ortogonal de Funcoes em [a,b] sob peso p(x).
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Observacoes Teorema 4.5 |

Note que y(x) = 0 resolve trivialmente as Eqs. (13) e (14). Mas so
queremos solucoes nao-triviais y(x) #0 .

Note que (13) ¢ uma EDO-2 Linear e Homogénea; e que as
Condicoes de Contorno (14) também sao Equacoes Lineares, de
Coeficientes Constantes, e Homogéneas.

Note que as constantes a, e a, nao podem ser nulas
simultaneamente; 0 mesmo acontecendo com b, e b,.
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Cap.1V:

Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Demonstragﬁo

Teorema 4.5 |

Sejam Solucoes Ndo—Triviais de Eq.(13)+(14)

viabilizadas por respectivos valores diferentes de A: A # A .

Assim :

di(r(X)-y;“ J+q(x)y,
X

di (r(0).y )+ g(x)y,
X

=—A,p(x)y,,

=-A,p(x)y,

a,y, (a)+a, y,;l) (a)=0

a,y, (a)+a,y"(a)=0

by (b)+b,y"(b)=0
by, (b)+Db, y,fll) (b)=0

cy (x)#0ey (x)#0,

13a
13b

4a
14b
14c
14d
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Cap.1V:

Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

| Demonstracao

Teorema 4.5 |

Egs. (14a) e (14b) podem ser escritas como :

a,y,(a)+a,y,’ (a)=0 - y (@) yV(a)| q 10
a,y (a)+a, y,il) (a)=0 -

yn (a) yl(al) (a) a2 O

Egs. (14c) e (14d) podem ser escritas como :

by, () +b,y, (b)=

R A
by, (b)+b,y" (b)) =0 v, y ®) | b,| |0

15a

15b



J.L. de Medeiros & Ofélia Q.F. Aratjo I 58

Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

| Demonstracao Teorema 4.5 |

Multiplicando (13a) por y, (x), (13b) por y (x), e subtraindo—as:

j(r(x) W)=y, 4 ()= (4 =2 )p(Oy, v,

Integrando — se esta igualdade em I(.).dx ;

f( j (r(x) Von ) ymi(r(x).yfj) )j.dxz(/ln -1) j p(x)y,y,dx
X dx )

Com o método das partes no lado esquerdo :
b

— [0y v dx

a

I Vo % (r(0-3" ) = r(x). 9| ’ ir(x) Vi ¥, dx

a

I Y r(x)y Jdx = r(x). V'Vl _
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Cap.1V:

Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

| Demonstracao

Teorema 4.5 |

Obtemos :

b
—r(x).y,’
a

r(x).y"y,

b b
ym‘a =4, _;Lm)_"p(x)ynym.dx

r0)y® )y, 0) -y (b)y, (b))+

- @y @)y, @ -y @)y, @)= (4, - 1,)[ p(x)y,y,dx
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

|Dem0nstragﬁo Teorema 4.5 |
Neste ponto, usamos os SQHs das Eqs. (15a) e (15b):
(@ yW@][a] [0
@ (). M_M "
Vb)) [ 6] _[0
5, () yi”(b)lbj{o} b

Estes SQHs devem ser satisfeitos por solugcoes ndo — triviais que

obrigam as respectivas matrizes a serem Singulares (DET = Zero):

a, 1
) }tQ =y, @y (@) y, @)y, (a)=0

2

b,
b Lo:ymw)y,i”(b) y,(0)y,’ ©)=0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

| Demonstracao Teorema 4.5 |

rd)(y® @)y, ) -y (B)y, (b))+

~ @ @y,@ -y @y, (@)=, 4,)[ p()y,y,dx

Vu @y (@) =y, (@)y) (a)=0

Pela Singularidade dos SOQHs = { " "
Yu )y, (b)—y,b)y, (b)=0

b b
(ﬂ’n _/lm)‘.‘p(x)ynymdxzo , como ﬂ’n 7 /lm — jp(X)ynyde:O

Solucoes nao-triviais de um Problema Sturm-Liouville [PSL]
y,(x) #0ey,  (x)#0,referentes a valores A distintos, 4, # 4, , sdo
funcoes ortogonais em [a,b] com peso p(x).
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Portanto, para estabelecer o surgimento de Familia { ¢, (x)}
Ortogonal (em /a,b ], sob p(x)), em um dado Problema de Valor
de Contorno (PVC) em EDO-2, deve-se estuda-lo cuidadosamente
para verificar se ele ¢ um Problema de Sturm-Liouville [PSL].
Isto é, para verificar se estamos diante de um Problema de Valor
de Contorno com EDO-2 Linear Homogénea e Condicoes de
Contorno Lineares e Homogéneas.

Problemas PSL darao origem, ao serem resolvidos, a solucoes
ortogonais { @, (x)}. Estas solucoes devem ser pesquisadas
atribuindo-se série de valores adequados ao parametro A

conforme garantido pelo Teorema 4.5.
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

‘ Recapitulando a forma de um Problema Sturm-Liouville [PSL] ‘

EDO -2 Linear Homogénea :

% (r2).y" ) +{g(x) + 2.p(0}y =0

Condigoes de Contorno Lineares e Homogéneas :

b, y(b) +b2y(1) (b)=0

onde :
a, b pontos dados para aplicacdo de Condigoes de Contorno

a,,a, const., dadas, ndo nulas ao mesmo tempo;
b,,b, const., dadas, ndo nulas ao mesmo tempo;
r(x) e p(x) dadas e continuas em [a,bl; q(x) dada e continua em (a,b)

A pardmetro a buscar para viabilizar Solucdo Ndo —Trivial
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Exemplo 4.3 : Obter a Solucao do Problema de Valor de
Contorno abaixo:

y(2)+ﬂ.y=0
y0)=0,y(L)=0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

v2) 4 1y =0 Exemplo 4.3 ‘
y(0)=0, y(L)=0

‘ Resolucao ‘

#1: Reconhecemos neste PVC um PSL apoés colocaciao na forma:

. (r(x)=1

E(y(“)+/l.y:0:><p(x)=1
q(x)=0

v(0)=0 :>{a:0,a1=1,a2=0

yL)=0 ==L b,=1b,=0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

#2: Resolvendo PVC para EDO-2 Lin. Hom. com Coef. Const. :

y(x)=exp(6.x)
Substituindo —se em y'?)+1.y=0 = Eq. Caracteristica : 6° + A =0
Raizes da E.C.: 0 =%~\—A.

A Sol. Completa da EDO -2 Homogénea apresenta 3 casos em A :
Caso 1:A<0
Caso 2: A1=0
Caso 3: 1>0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

#3: Caso1: A< 0 —2raizes reais distintas 8= % (- 1)?

0 =2\—A = Sol. Compl. Hom. yy(x)=Cjexp(x\v—A )+ C,exp(—x\—4)
CCs para yg(x): C;+C, =0

C,exp(LN-A )+ C, exp(—L— 1 )=0

ommsen |z, i

DET(M )=exp(—LN—A )—exp(LV—A)#0 para A <0 (M ndo sin gular)

C 0
SOH so6 admite a Sol. Trivial {C]} = L}} = yg(x)=0
2

Caso 1 sem y(x) #0
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3. Teorema de Sturm-Liouville

#4: Caso 2 : A =0 — 2 raizes reais iguais (raiz dupla) 6= 0

0 =0 = Sol. Compl. Hom. yy(x)=C;exp(0x )+ C,.x.exp(0x )
= yy(x)=C;+Cr.x
CCs para yy(x): C;+0.C, =0
C;,+LC,=0

cercomo st ] 1o} e

DET(M )=L#0 (M ndo sin gular)

C 0
SOH so admite a Sol. Trivial {C]} = {0} = yy(x)=0
2

Caso 2 sem y(x) #0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

#5: Caso 3 : A>0 — 2 raizes complexas conj. Q= £ -1 )17 = +i (1)1?

0 =+i 1 = Sol. Compl. Hom. yy(x)=C; cos(xﬁ)+ Czsen(x\/Z)
CCs para yy(x): C;+0.C, =0

C;cos( LA ) +Cysen( LA )=0

cesemason 1o 0T S

DET(M )=sen( LNA )= DET(M )=0 se ﬁzﬂ.z,ﬁ.z,ﬁz,...

2 2 2 2
S =tnt=a, =P 220 32 % A =n?l (n=123,.)

n =

C] +0C2 :0

SOH tem Sols. Nao—Triv.:
C;cos(xnx ) +Crsen(xtnx )=0

}DCIZO, C2 -_/-'0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

#5: Caso 3 : A>0 — 2 raizes complexas conj. Q= £ -1 )17 = +i (1)1?

T 2 2 2 7[2
Ay=tn== A, =15 22 =3 A, =n" 5 (n=123,.)
L L

n

yy(x)= Czsen(x\/Tn)D yy(x)= Czsen(i‘%): yy(x)= Czsen(%)
Por q?

22
nom
/1 =

:yn(x)zsen(%)(nzl,l...)

Caso 3 com y(x) #0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

#5: Caso 3 : 1> 0 — 2 raizes complexas conj. 0= #H -A)1? = +i (1)

2 2 2
JA, = +n—:>/1 12 r =, 232 e Ay =17 (n=123,..)
L s L L
y(x)=Cysen( x\JA, )= yg(x)= Czsen(+T):>yH(x) Czsen(T)
T Por q?

2_2
i =" :yn(x)zsen(@)(nzl,l...)

" I? L \

Identifica-se a Familia { y (x) } sem C, ‘

‘ Caso 3 com y(x) #0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

#6: Surge, portanto, deste PVC, a Familia Ortogonal de Solucoes :

2_2
nom
A =

= yn(X)=Sen(%)(n:],2,...)

{yn(x)}={sen(%)} (n=12,.)

Familia 1 em [0,L] sob peso p(x)=1

(L
jsen(@).sen(@).dx:0 (n+m)
L L
<0
r n7x L
jsenz(—).dx=— (n=m)
) L 2
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Exemplo 4.4 : Obter a Solucao do Problema de Valor de
Contorno abaixo:

Y 4 Ay=0
y0)=0,y"(L)=0
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Cap. IV : Funcoes Ortogonais e Séries de Fourier
3. Teorema de Sturm-Liouville

Y+ Ay=0 Exemplo 4.4 ‘
y0)=0,y(L)=0

‘ Resolucao ‘

#1: Reconhecemos neste PVC um PSL apos colocaciao na forma :

. (r(x)=1
E(y(“)+/’t.y=0:< p(x)=1

g(x)=0
y0)=0 =1{a=0, a,=0,a,=1

y(L)=0 ==L b,=0,b,=1
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#2: Resolvendo PVC para EDO-2 Lin. Hom. com Coef. Const. :

y(x)=exp(6.x)
Substituindo —se em y?)+1.y=0 = Eq. Caracteristica : 6° + A =0
Raizes da E.C.: 0 =%~—A.

A Sol. Completa da EDO -2 Homogénea apresenta 3 casos em A :
Caso 1: A<0
Caso 2: 1=0
Caso 3 : 1>0
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#3: Caso1: A< 0 —2raizes reais distintas 8= % (- 1)?

0 =1\J—-A = Sol. Compl. Hom. yy(x)=Cj;exp(xN—A4 )+ C, exp(—xv—A)
CCs para yg)(x)zC]\/—ﬂ,exp(x\/—ﬂ)—CZ\/—ﬂ,exp(—x\/—ﬂ)

C-A-Cy-2=0
Cp/jexp(L\/j)—szexp(—L\/j):0
J-1 VA {CI} H
CcC SOH : =
s como S0 L/j exp( IN-24 ) —J=-1 exp( —IN-1 ) || C> 0

M]{gl} :LOJ —_ DET(%):ﬂ(exp(—Lm)—exp(L\/j));tO para A <0
2

C 0
SOH so6 admite a Sol. Trivial {Cl} = {0} = yg(x)=0
2

‘ Caso 1 sem y(x) #0
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#4: Caso 2 : A =0 — 2 raizes reais iguais (raiz dupla) 6= 0

6 =0 = Sol. Compl. Hom. yy(x)=C;exp(0x )+ C,.x.exp(0x )
= yy(x)=C;+Cr.x

CCs para yH)(x) 0.C; +C,
0.C;+C, =0 (x=0)
0.C1+C2:0 (x=L)
0 1 Cr|
CCs como SQH : L] =| |= DET(M )=0
0 1 Cz —
SOH admite a Sol. Ndao—Trivial C] ;tO,CZ =0: yH(x):C]

lﬂO — 0 Caso 2 com y(x) #0
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#5: Caso 3 : 1> 0 — 2 raizes complexas conj. 0= #H -A)1? = +i (1)
Hzii\/z = Sol. Compl. Hom. yy(x)=C, cos(x\/Z)+Czsen(x\/Z)
CCs para yg)(x)z—Clﬁsen(x\/Z)+ sz/zcos(x\/z)

0.C;+CyA=0

—C\JAsen(LNA ) + Co\ A cos( LA )=0
coscomo S0 |_ /1) ol o e o

DET(M )= sen( LA ) = DET(£)=0 se ﬁzﬂ.z,iz.z,i3.z,...

2 2 2 2
NP +n—:>/1 =P 22 A=t (n=123,)
2727 L L

- . OC] +C2 :0
SQH tem Sols. Ndo—Triv.: =C;#0,C, =0
—Cysen(tnzw ) +C, cos(tnm )=0
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#5: Caso 3 : A>0 — 2 raizes complexas conj. Q= £ -1 )17 = +i (1)1?

yu(x)=Cycos(x[2, )= yu(x)=C, cos(i%):» yu(x)=C, cos(%)

2_2
nomw
A =

:yn(x)zcos(%)(n:],l...)

Caso 3 com y(x) #0
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#5: Caso 3 : 1> 0 — 2 raizes complexas conj. 0= #H -A)1? = +i (1)

yu(x)=Cycos(x[2, )= yu(x)=C, cos(i%):» yu(x)=C, cos(%)

2_2
nomw
A =

:yn(x)zcos(%)(n:],l...)

Identifica-se a Familia { y (x) } sem C, ‘

‘ Caso 3 com y(x) #0
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#6: Reunindo Casos 2 e 3 com Solucoes Nao-Triviais do PSL

Ay=0= yy(x)=1 (n=0)]
2_2
/I,l:n]z[ :>yn(x)=cas(@)(n=],2,...)
L L )
I’l27l'2 nix
A, = >— = yp(x)=cos(—)(n=0,12,.)
L L

Casos 2 e 3 comy(x) #0
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#7: Surge deste PVC, a Familia Ortogonal de Solucoes :

2_2
nimwT
A =

n7zx
"= = yn(x)zcos(T) (n=0,12,..)

{y,(x)} ={COS(%)} (n=0,12,...)

Familia 1. em [0,L] sob peso p(x)=1

-

L
njex mitx
COS( — ).COS
g (= )-cos(=

).dx =0 (n#m)

L
J.cosz(@).dx=£ (n=m>0), jl.dx:L (n=m=0)
0 L z 0



